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Separagdo das fungoes de tempo e espago de W(x,1): Consideramos um problema em
gue o potencial ndo varia com o tempo: uma particula submetida a um potencial do tipo
V(x). Neste caso, as funcdes do tempo e do espaco da equacdo de Schréodinger podem
ser separadas na forma ¥(x,t) = p(x)¢p(t). Substituindo esta expressdo na equacdo de

Schrédinger resulta en’rdo
d?y(x
2 00 920 vy 0 = im0 2O
onde derivadas parciais foram substituidas por derivadas ordlnérios. Dividindo esta
equacdo por Y(x)p(t) (considerando que ainversa desta expressdo exista), resulta entdo

| dzw(x) V(X) = if 1 do(t)

2m y(x) dx? ot) dt -
O lado direito desta equacdo depende apenas da varidvel x enquanto o lado direito
depende apenas da varidvel t. Em conseqUéncia, variacdes em x ndo podem alterar a
expressdo do lado direito da equacdo enquanto variagdes em t ndo podem alterar a
expressdo confida no lado esquerdo da equacgdo. Isto significa dizer que ambas as
expressdes (do lado esquerdo e do lado direito) sdo iguais a uma constante,
representada pela letra C e denominada em geral de constante de separacdo. Desta
forma substituimos uma equacdo diferencial com duas varidveis independentes por duas
equacoes diferenciais ordindrias que contém, cada uma delas, apenas uma varidvel
independente:

d¢(t)

2 2
-nc 1 d w(zx) V(x) = C e ih— 1 d¢(t)
2m y(x) dx ¢(t) dt
A solucdo geral da equacdo diferencial dependente do tempo é

¢(t) = e™/" = cos(Ct /h) —isen(Ct /h) = cos(wt) - isen(wt).

Portanto, ¢(t) € uma funcdo oscilatéria com freqléncia angular w=C/a. Uma vez que
C=nw=E, entdo C=E, ou seja, a constante de separacdo é igual & energia total da

particula cujo comportamento oscilatério é descrito pela equacdo de Schrédinger. Dai
resulta a solucdo

CiEt/ d*y(x)
o(t) =e™/"e g equacdo — 2m e + VOO(x) = Ey(x),

equacdo esta conhecida como equacdo de Schrédinger independente do tfempo, uma
equacdo diferencial ordindria com uma varidvel independente e portanto mais facil de
ser solucionada do que a equacdo de Schrédinger original. Neste caso a condi¢cdo de
normalizacdo se reduz a

[ w7 0w(x)dx =1

Condigoes que uma fungcao de onda deve satisfazer: A forma da solugcdo unidimensional,
P(X), da equacdo de Schrédinger de uma particula sob a acdo de um potencial
depende da forma especifica da energia potencial, V(x). Solucdes de problemas
unidimensionais serdo apresentados a seguir. Mas um aspecto importante relacionado
com estas solucoes se refere as condicdes que uma funcdo de onda deve satisfazer, para
ser considerada uma solucdo aceitdvel da equacdo de Schrédinger. A obediéncia a
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estas condicdes é essencial para que as solucdes apresentem consisténcia formal.
Enumeramos a seguir estas condicoes:

a) Supomos, usando o critério de verdade cientifica, que y(x) deve existir e satisfazer a
equacgao de Schrodinger.

b) A probabilidade de encontrar a particula ndo pode variar descontinuamente de um ponto
a outro no espaco. Levando em conta este aspecto e ainda que a equacdo de
Schrédinger € uma equacdo diferencial em segunda ordem em x, portanto, y(x) e sua
derivada primeira, dy(x)/dx, devem existir e se constituem em fungées continuas. Somente
nas regides de fronteira, onde um potencial infinito eventualmente atue, a derivada
primeira de y(x) pode ser descontinua pois, nesta regido particular, como nenhuma
particula pode ter energia potencial infinita, y(x) deve se anular.

c) Uma vez que grandezas fisicas observdveis nunca sdo infinitas ou plurivocas, o mesmo deve
acontecer com y(x). Assim, de modo a garantir finitude e univocidade das grandezas fisicas
observadas, Y(x) e sua derivada primeira, dy(x)/dx, devem ser finitas e univocas.

d) Para garantir que a integral de normalizagcdo seja finita, ¢9(x) deve tender a zero quando
X=>+00,

O pogo quadrado infinito unidimensional: Consideremos o problema a seguir onde
aplicamos a concepcdo de potenciais do tipo poco quadrado de paredes infinitas (caso
unidimensional) na equacdo de Schrédinger. H& muitos outros problemas em fisica que
podem ser fratados matematficamente da maneira que mostraremos a seguir. Mas o
exemplo que apresentaremos € ao mesmo tempo simples e adequado. O problema a
gue nos referimos € o de considerarmos uma "caixa" para elétrons usando eletrodos e
grades aterradas no interior de um tubo de vidro onde fez-se vdcuo, como exemplificado
na figura 1. Nesta figura mostramos, em a) um elétron que se encontra na regido entre
duas grades G aterradas. Em conseqUéncia disso, o elétron ndo sofre, nesta regido forca
alguma. J& nas regides entre as grades e os eletrodos C existe um campo elétrico cuja
intensidade depende da tensdo V e, portanto, nestas regides o elétron sofre os efeitos de
forcas eletrostaticas. Mostramos em b) e c¢) duas situacdes hipotéticas. Na primeira o
potencial V tem um valor mdximo, mas menor comparativamente ao valor
correspondente d segunda situacdo. Da mesma forma, as inclinagdes dos dois graficos
sdo distintas: uma é mais suave do que a outra. A andlise do grdfico revela que a energia
potencial apresenta efeitos similares ao de uma "parede” que se tornam mais ingreme a
medida em que V cresce tornando-se, no limite particular em que V=, intransponiveis.
Para representar estas situacoes exemplificadas, a energia potencial toma a forma V(x) =
0, para 0<x<L, onde L representa a largura do potencial e V(x) = « para x< 0 e x= L. A
representacdo grdfica deste tipo de potencial é apresentada na figura 2. Este potencial
é evidentemente, do ponto de vista fisico, uma representacdo artificial do problema
considerado. Entretanto, o tratamento apresenta diversas vantagens: ele é simples, do
ponto de vista matemdtico e conceitual; ele € ademais consistente com as idéias de
confinamento na mecdnica qudntica; e ele possibilita a obtencdo de solucdes exatas da
equacdo de Schrédinger; por fim, o tfratamento estd relacionado a outros problemas,
inclusive agueles de natureza cldssica como, por exemplo, o problema de uma corda
viorante e, finalmente, este tratamento representa uma aproximacdo 'aceitavel’, do
ponto de vista fenomenoldgico, para diversos problemas reais. E importante salientar que
sendo a energia potencial infinita na parte externa do poco, a funcdo de onda é nula
nestas regides. Isto significa dizer que a particula estd confinada, de maneira absoluta, ao
interior do poc¢o, ndo podendo dele emergir.
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Figura 1.
V() V(x)=0 O0<x<L

V(X) = X=0;x=1L

Figura 2

Uma vez que a funcdo de onda da particula é nula na parte externa do poco,
necessitamos resolver o problema apenas para a parte interior do mesmo. As condicoes
anteriormente citadas devem ser entdo impostas por meio de condicdes de contorno. A
equacdo de Schrédinger independente do tempo é dada, para a regido interior ao
pPOCO, por

- n® d*y(x)

2m  dx?
Esta equacdo pode ser escrita ainda na forma

=Eyp(x).

d?y(x) 2mE 5
= - x) = -k“yp(x),
e 2 Y(X) Y(X)
2
sendo k2=(B) =2L2E . Solucdes possiveis da equacdo acima sdo P(x) = Asenkxe
h h

P(x) = Bcoskx onde A e B sdo constantes. As condicdes de contorno apropriadas neste
caso sé@o ¢(0)=0 e (L) =0. A primeira condicdo de contorno faz com que a solucdo
P(Xx) = Bcoskx seja excluida, pois como cos(0)=1 entdo B=0. A segunda condicdo de
contorno implica em que (L) = AsenkL = 0; e para que esta condicdo seja satisfeita

devemos obrigatoriamente ter kL = ndmero inteiro multiplicado por n. Obtemos entdo

k, =na/L como os valores permitidos de k, sendo n um numero inteiro positivo.
2 2

Combinando esta expressédo com E, =2—n:ob‘remos entdo os valores dos niveis de
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energia quantizados ou auto-valores de energia de uma particula confinada em um

2.2
2 h an = n2E;.

potencial de paredes infinitas: E, =n

A fungdo de onda completa: A solucdo completa do problema considerado é ent&o

1 2 i(k X -w, —i(k X +Ww,
‘Pn(xrt)=z\/5@(k" D _ g-itky nt)].

Problemas

1. Mostre que a condicdo de normalizacdo se reduz, no caso em que a equacdo de
Schrédinger de uma  particula possa ser separada no tempo e no espaco, a

f ¥ (w(x)dx = 1.

2. Que condigcdes uma funcdo de onda, solucdo da equagdo de Schrdédinger, deve
satisfazer? Por que?

3. Expligue os resulfados apresentados na figura 1. O que significa na figura a menor
declividade associada a figura b) em comparacdo & figura c)?

4. Considere o problema de uma particula submetida a um potencial unidimensional do tipo
poco quadrado de paredes infinitas. Mostre que as energias quantizadas dos estados de
energia permitidos obedece a relagdo g =77;Ln2=nz z’ﬁziﬂzzenvolvendo a energia, nUmero

" m mL
de onda e massa da particula. Fagca um grdfico destas solucdes de energia.

5. Determine no problema anterior a constante A da solugcdo da equagdo de Schrédinger

independente do tempo., i.e., mostre que A=\E.
L

6. Mostre, no problema anterior, que a solugdo da equacdo de Schrédinger independente do
tempo & dada por | . \Esen? onde n=1,2,3,...

7. Mostre que a solucdo completa do problema anterior pode ser expressa na forma :

1 2 i(kpx-w, =ik, x+w, \
Wn(x,t)=E‘E@(kn ) _ grilkixemt) |

8. Considere um elétron vigjando em um fio fino de metal como uma aproximacdo para uma
particula em um poco infinito unidimensional. O potencial no interior do fio é constante mas
aumenta bruscamente nas suas extremidades. Suponha que o fio tenha 1,0cm de
comprimento. a) Calcule a energia do estado fundamental do elétron. b) Se a energia do
elétron é igual & energia cinética média das moléculas em um gds a temperatura T=300K, i.
e. cerca de 0,03eV, qual é o numero qudntico n do elétron?

9. Suponha que a posicdo do elétron no exemplo anterior possa ser medida enquanto ele se
encontra no estado fundamental. a) Qual é a probabilidade de encontrd-lo na regido
0<x<L/42 b) Qual é a probabilidade de encontrd-lo em uma regido com Ax=0,01L de largura
e centro em x=5L/8¢

10. (a) Determine a energia do estado fundamental de um elétron confinado em uma caixa
unidimensional com L=0,i1nm de comprimento, valor este que corresponde
aproximadamente ds dimensdes espaciais de um dtomo. (b) Faca um diagrama de niveis
de energia e calcule os comprimentos de onda dos fétons emitidos em todas as transicoes
gue tém como estado inicial um estado com n=3 ou menos e como estado final um estado
de menor energia.



