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Lei de Stefan

Jozef Stefan descobriu, em 1879, uma relacao
empirica para descrever a radiagdo emitida por
um corpo negro:

Ry = oT* (1)

onde Ry representa a poténcia irradiada por
unidade de drea®, T a temperatura de irra-

! Jozef Stefan, Eslovenia, 1835 - 1893.

2Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien (Ale-
manha, 1864 - 1928) recebeu o Prémio Nobel de
Fisica em 1911 por seus estudos no campo da radiacao
térmica.

3Lord Rayleigh descobriu, juntamente com William
Ramsay, o elemento Arg@nio e recebeu por esta desco-
berta o Prémio Nobel em Fisica de 1904.

4Max Karl Ernst Ludwig Planck é conhecido como
o fundador da MecAnica QuAntica, Planck Recebeu o
Prémio Nobel de Fisica em 1918.

SEm fisica, o termo poténcia (P = dE/dt) define a
variacao da energia por unidade de tempo. Neste sen-
tido, assim como a variacao da posicao de um corpo
com o tempo caracteriza sua rapidez no espago-tempo,
Rt caracteriza a variacdo da densidade superficial de

diagdo, e o é uma constante (constante de Ste-
fan), sendo o = 5,6705 x 10~ 8W/m2K*.

A relacao (1), hoje conhecida como Lei de
Stefan-Boltzmann®, estabelece que a energia
total irradiada, por unidade de area superficial
e por unidade de tempo, por um corpo negro,
¢é diretamente proporcional a quarta poténcia
da sua temperatura termodinamica T

De acordo com esta lei, a poténcia por uni-
dade de area depende apenas de sua tempe-
ratura e independe, portanto, de sua com-
posicao. Resultados experimentais demons-
tram que, da mesma forma que a poténcia total
irradiada por um corpo negro depende apenas
de sua temperatura, a distribuicao espectral da
radiagdo Rp(A) (ou, de maneira equivalente,
Rr(v)) emitida por um corpo negro também
depende, apenas, de sua temperatura.

Usando a representagao matematica equiva-
lente u(\,T) = Rp(\), ou ainda na forma
u(A), a figura (1) apresenta, em funcao de

energia irradiada no espago de energia-tempo, ou seja
a “rapidez”com que energia por unidade de area é emi-
tida pelo corpo negro. Ao multiplicarmos por 2 a tem-
peratura do corpo, a energia irradiada por unidade de
tempo é multiplicada, devido a dependencia T, por 16.
Os corpos nao-negros irradiam energia por unidade de
4rea com uma taxa menor do que um corpo negro. No
caso de um corpo nao-negro, a lei de Stefan fica dada
por Ry = eoT* onde o fator €, chamado de emissivi-
dade, ndo depende da temperatura do corpo e obedece
de maneira geral a relagao ¢ < 1; o fator € é igual a
1 para um corpo negro e menor do que 1 para outros
corpos.

SLudwig Eduard Boltzmann (Austria, 1844 - 1906)
foi um fisico que se tornou conhecido por seus estudos
nos campos da mecanica estatistica e da termodinamica
estatistica.
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A, para um dado valor de T, o comporta-
mento da fungdo Rr(\) (ou equivalentemente
de u(\,T)). E importante notar que a funcio
(1) é dada por”

Ry — /OOORT()\)d)\:/OOORT(y)dV (2)
= /OOO u(A, T)d\ = /Ooo u(v, T)dv,

e é conhecida também como radiancia espec-
tral.

T
F T—5500K

u()) [kiium]

I'—4500K

1000

2 [mn]

1500 2000

Figura 1: Espectro de radiacao de corpo negro.

Lei do Deslocamento de Wien

O comportamento das curvas na figura (1) que
representa a distribuicao espectral da radiacao
de corpo negro mostra que o comprimento de
onda e a freqiiéncia para o qual a intensidade
da radiagao emitida tem valores maximos varia
inversamente com a temperatura, ou seja

1 c
Aana,z ~ T = ’ (3)
T ]/lel.’l)
T
pois Av = ¢, de forma que AmgzVmaz = C €

consequentemente o produto entre a freqiiéncia
espectral, correspondente ao valor maximo de
Rr(v) e o correspondente comprimento de

"No estudo da radiacio de corpo negro, a dis-
tribuicdo espectral caracteriza o comportamento da
funcao Rr(\), ou seja, caracteriza a poténcia emitida
por unidade de area na regiao de emissividade do corpo
negro correspondente ao comprimento de onda .

onda da radiagao ¢é igual a velocidade da luz,
c.

Por outro lado, os dados experimentais mos-
tram que o produto entre A, € T obedece a
relacao

(4)

onde Cyy representa uma constante. Este re-
sultado é conhecido como lei do deslocamento
de Wien e foi obtida por Wilhem Jan Wien
em 1893. O valor experimental da constante
acima (chamada de constante de dispersao de
Wien) é Oy = 2,898 x 10>mK.

Uma conseqiiéncia da lei de Wien é que,
quanto maior a temperatura de um corpo ne-
gro, menor é o comprimento de onda no qual
ele emite?.
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Equacao de Rayleigh-Jeans

Uma importante contribuigao no estudo do es-
pectro de corpo negro foi dada por Rayleigh e
Jeans em 1905. Desejavam os autores deste
trabalho memoravel, que resultou na lei de
Rayleigh e Jeans, determinar a fungao de dis-
tribuicao espectral, R(A), para um corpo ne-
gro. A determinacao desta funcao envolve o
calculo da densidade de energia das ondas ele-
tromagnéticas confinadas no interior de uma
cavidade.

Consideremos para tal uma cavidade esférica
com raio L, com uma pequena abertura para
o exterior. A probabilidade de que um raio
de luz penetre na cavidade e torne a sair sem
ser absorvido é pequena no caso em que as di-
mensoes do orificio sejam expressivamente me-

8Por exemplo, a temperatura da fotosfera solar é
de 5780°F e o pico de emissdo se produz a 475nm.
Como 14 = 107 %n, resulta que o méximo de emissio
ocorre & 47504. Como o espectro visivel se extende
desde aproximadamente 40004 até aproximadamente
74004, este comprimento de onda estd dentro do es-
pectro visivel e corresponde a um tom de verde. Entre-
tanto, devido a dispersao de Rayleigh da luz azul pela
atmosfera, o componente azul se separa distribuindo-se
pela abébada celeste e o Sol aparece na cor amarela.
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nores do que as dimensoes do corpo como um
todo. As paredes da cavidade, aquecidas, emi-
tem radiagao eletromagnética na faixa térmica
das freqiiéncias. Ondas eletromagnéticas em
uma cavidade deveriam satisfazer, segundo os
autores, a lei classica de propagagao do campo
eletromagnético £ em trés dimensoes:
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A solucao desta equacdo deve dar amplitude
nula nas paredes da cavidade pois outro re-
sultado representaria dissipagao de energia e
violacao da condicao de equilibrio. Ou seja, a
solucao desta equagao corresponde a uma onda
estaciondria:

£ = Eosen(nim)sen(nfy)
x  sen( (6)

N,TZ ) ( 2mct )
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L AT
onde ng, ny e n, representam nimeros inteiros.
Substituicao desta solucao na equagao anterior
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z

Figura 2: Grid de solugoes.

Créditos: http://electrons.wikidot.com/term-papers
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equacao esta que pode ser sintetizada na forma

412

2 2 2
ny +ny +n; = 2 (8)
E importante notar que, embora as grande-

zas Ng, Ny e n, representem individualmente

numeros inteiros, a combinacao destas grande-
zas na forma expressa pela equagao acima nao
corresponde a um numero inteiro.

Quantos modos de oscilacao estacionérios,
que satisfazem a condicao (8), podem existir
na cavidade? Esta pergunta é equivalente a
realizar as perguntas: a) quantas ondas esta-
ciondrias distintas cabem no interior da cavi-
dade de corpo negro? Ou entao: b) quantas
sao as combinagoes possiveis dos distintos va-
lores das grandezas n., ny, e n,? Ou ainda:
¢) quantas solugoes da equagao (6) existem no
interior da cavidade?

A resposta a esta indagacao é equivalente
a contagem de todas as combinagoes dos
ntimeros inteiros n,, n, e n. que satisfazem
a equagao (8). Para determinar a quantidade
de solugbes possiveis, Rayleigh e Jeans conce-
beram um espago tridimensional com eixos or-
togonais 1, 2 e 3 e trataram o nimero de com-
binacgoes possiveis das grandezas n,, n, e n;, de
uma forma aproximada, como sendo o volume
de um g¢grid tridimensional construido usando
os distintos valores possiveis destas grandezas.
Usando entdo a expressao matematica para o
volume V' de uma esfera de raio R

(9)

e definindo o raio da esfera, n, correspondente
ao volume de solugoes no espaco subtendido
pelos eixos 1, 2 e 3 na forma n? = n2 + nf/ +n?
Rayleigh e Jeans obtiveram entao o volume de
solucoes:

3/2

4;%3 _ 4?” (n2 +n2 +n2) (10)
Esta expressao apresenta dois problemas. O
primeiro diz respeito ao fato da utilizacao
de uma esfera como protétipo volumétrico do
espaco de solugoes correspondentes ao grid
subtendido pelos eixos 1, 2 e 3: enquanto
as solugoes da equagao de onda correspondem
apenas a valores positivos das grandezas n,, n,
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e n,, o modulo considerado pelos autores con-
templa também valores negativos destas gran-
dezas. E como a esfera de valores destas gran-
dezas contém 8 quadrantes, 7 destes quadran-
tes nao sado fisicamente aceitaveis. Por esta
razao, o resultado obtido na expressao (10)
deve ser dividido pelo nimero 8. O segundo
problema diz respeito ao fato de que as on-
das eletromagnéticas confinadas na cavidade
podem ser polarizadas em duas diregoes orto-
gonais. Portanto o resultado acima deve ser
multiplicado por 2. Apds estas correcoes, o re-
sultado acima pode ser reescrito na forma

4

2 s 3/2

(11)
e pode ser tomado como uma medida do
nimero de modos das solucoes das ondas ele-
tromagnéticas estacionarias confinadas no inte-
rior da cavidade, N'. Na realidade esta quan-
tidade, como citamos anteriormente, é uma
aproximacao, mas seu grau de validade é ex-
pressivo, ainda mais quando consideramos uma
cavidade cujas dimensoes sao muito maiores do
que o comprimento das ondas eletromagnéticas
correspondentes.

Combinando esta equagdo com a expressao
(8) obtemos ent@o para o nimero de modos:

3/2

(12)

N 8rL3

33
Quantos modos por unidade de compri-
mento de onda existem? Apds determinar-
mos o numero absoluto de ondas estacionarias
(solugoes) contidas na cavidade, considera-
mos a seguir o numero de ondas estacionarias

(solugoes) por unidade de comprimento de
onda. Esta grandeza pode ser obtida por meio

ou ainda

(13)

da expressao

dN' d [8xL*|  |8rL? 1
Do s | T W
O sinal negativo nesta expressao indica que o
numero de modos decresce com o crescimento
do comprimento de onda.

O passo seguinte é a obtengao do niimero de
modos por unidade de volume por unidade de
comprimento de onda M

(15)

Note-se que o resultado obtido independe do
volume da cavidade, dependendo porém so-
mente do comprimento de onda da radiagao.

A pergunta seguinte realizada por Rayleigh e
Jeans foi: qual a quantidade de energia contida
na cavidade? Para responder esta pergunta foi
utilizado o Principio da Equiparticao da Ener-
gia? onde cada onda estaciondria tem energia
igual a kgT. Portanto, N' ondas tem energia
total

E =NkpT (16)
e densidade de energia
E NkpT
Dr=15=1—735| (17)

a quantidade de energia na cavidade por uni-
dade de volume e por unidade de comprimento

90 Teorema ou Principio da Equiparticdo da Ener-
gia estabelece que cada modo de oscilagdo, em equilibrio
no interior da cavidade, tem energia média kT /2, onde
kg é a constante de Boltzmann; como sao conside-
rados dois modos de oscilagdo por onda estaciondria,
cada uma delas tem energia média kgT. KEste resul-
tado pode ser obtido por meio do célculo da energia
média utilizando-se a férmula de distribuigao cléssica
de Boltzmann que é adequada para a descrigdo de
fox EPg(E)dE
fox Pg(E)dE
Ps(E) = e P/k8T_ Portanto Rayleigh e Jeans consi-
deraram que todas as ondas da cavidade tem a mesma
energia térmica.

variaveis continuas F = = kgT, onde
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de onda é dada por

d 1 dE  kpT

Dy = = =2
DPT= T |

N

= 8rkgT
dX

=i
(18)
que pode ser escrita na forma

87T]€BT
Dp = /dDT = /dDT()\)d)\ = /?CM,
(19)

onde Dr(A) é dado pelo produto entre o
numero de modos por unidade de volume por
unidade de comprimento de onda, My, e a e-
nergia média das ondas eletromagnéticas, kT,

87T/€BT

Dr(\) = EM)y = U

(20)
Esta é a famosa lei de Rayleigh-Jeans. Tendo
em vista que M) também pode ser escrito na

forma
2

8y
M= T

a lei Rayleigh-Jeans pode também ser escrita
como

(21)

2

DT(V) = kBT (22)

3

Este resultado leva a catdstrofe dos ultravio-
letas pois para A — 0, uma vez que \v = c,
entdao ¥ — oo e obtemos, neste caso, da ex-
pressao (22),Dr(v) — oo. Este resultado,
como afirmamos anteriormente, nao ¢ fisica-
mente plausivel.

A Lei de Planck

Em 1901, Planck enunciou uma lei que supera-
va as limitagoes da lei de Rayleigh-Jeans. Ele
percebeu que a lei classica da radiacao de corpo
negro dava resultados satisfatorios para baixas
freqiiéncias (longos comprimentos de onda) e
que para ajustar os dados experimentais da
funcao distribuicao de densidade de energia de
um corpo negro, a energia média das ondas
estaciondrias, ao invés de ser uma constante,
kpT, como determina a teoria classica, deveria

depender do comprimento de onda ou, equi-
valentemente, da freqiiéncia. E, ao invés de
supor que esta energia era descrita por uma
varidvel continua'®, ele supds um conceito de
dificil aceitacao a época, que a energia destas
ondas era descrita por uma variavel discreta,
ou seja, uma varidvel que poderia assumir os
valores:

E, =0, hv,2hv,3hv, ...,nhv, (23)

onde E, representa a energia de cada onda e
n é um numero inteiro, introduzindo assim a
constante h, hoje conhecida como constante
de Planck. E para calcular a energia média
das ondas estacionarias na cavidade, Planck
reescreveu a funcao de distribuicao classica
de Boltzmann!! (ver expressio (9)), adequada
para a descricdo de varidveis continuas, na

forma (distribuicao de Planck)
P(E,) = exp_E"/kBT = exp_”h”/kBT (24)

de modo que a energia média das ondas esta-

dll

Figura 3: Distribuicao Estatistica de Planck.
Distribuicao Estatistica de Planck.
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Créditos: http://astrol.panet.utoledo.edu/

cionarias é dada agora pela expressao

2o EnP(En)

E =
=0 P(En)

(25)

100 espectro de radiacdo de corpo negro é continuo.
Por isto os fisicos & época ndo podiam conceber que
as energias das ondas eletromagnéticas confinadas na
cavidade nao fossem também descritas por variaveis
continuas.

" Também conhecida como lei de distribuicio es-
tatistica de Maxwell-Boltzmann.
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Esta suposicao implica em que os modos mais
altos de freqiiéncia seriam menos populados de
modo a evitar a catdstrofe dos ultravioletas
da Lei de Rayleigh-Jeans. A soma acima tem
como resultado

hv he/A

b= exp/ksT —1 ~ exphe/ksTx _q

(26)

ou seja, a energia média depende agora da
freqiiéncia de oscilagao.

A férmula de Planck é obtida por meio da
combinac@o das expressoes (21), (22) e (26),
substituindo-se portanto na expressao abaixo

_ 8tE  8m’E
Dr(\) = EMy =~ =—5—  (27)
a energia média classica kT por
o hv B he/X
- eXphV/k‘BT _1 - eXphC/kBTA _1
obtendo-se entao
8rhu3/c3
Dr(v) = —exphV/kBT 7 (28)
© s7h 1
whe
Dr(A) = : (29)

N5 exphe/ksTA ]

Esta é a Lei de Planck, que reproduz fielmente
os resultados experimentais correspondentes a
distribuicao espectral da densidade de energia
de um corpo negro.

Problemas

1. Se supusermos que as superficies estela-
res se comportam como um corpo ne-
gro, podemos obter uma boa estimativa
de suas temperaturas medindo-se A;qq-
Para o sol, A Rppas = 5100A, enquanto que

para a estrela do norte (estrela polar),
)‘R%naz = 3500A. a) Determine, usando
a Lei de Wien, as temperaturas das su-
perficies destas estrelas. b) Usando a

. Deduzir a Lei de Planck.

lei de Stefan-Boltzmann e as temperatu-
ras obtidas no caso anterior, determine a
poténcia irradiada por 1em? da superficie
estelar.  Solugoes: a) T,, = 5H700°K,
T,y = 8300°K; b) R, = 6000W/cm?,
R, gy = 27000W /cm?.

. Suponha dois pequenos corpos opacos se-

parados por uma grande distancia, susten-
tados por fios em um grande recipiente,
onde se faz vacuo, e cujas paredes sao opa-
cas e mantidas a temperatura constante.
Neste caso, os corpos e as paredes podem
trocar energia através de radiacao. Seja e
a taxa de emissao e a a taxa de absorcao
de energia. Mostre que, no equilibrio:
e1/a1 = es/as = 1.

. A lei cldssica de equiparticdo de ener-

gia preve que cada onda estaciondria em
uma cavidade tem energia média dada por
E = kpT. Usando a lei de distribuigao de
Boltzmann, P(E) = exp 2/*8T mostre
que a energia média é

5 _ Jo° EP(E)IE

— = kT
S P(E)YE P

De acordo
com a Lei de Planck, qual é a energia
média de um oscilador cuja frequéncia
é kgT/h? Constante de Planck: h =
6,626 x 10734 J.s = 4,136 x 107 eV.s.
Solugao: 0,582kpT. Use a Lei de Planck
para mostrar que a densidade total de
energia de um corpo negro é proporcio-
nal a T* como afirma a lei de Stefan-
Boltzmann.

. O méximo da densidade espectral Dy (\)

corresponde a uma temperatura estelar de
3000°K. Se a poténcia irradiada pela es-
trela é 100 vezes maior que a poténcia ir-
radiada pelo Sol, qual é o tamanho da es-
trela? Solucao: 37,4R0®.



