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Tópicos. Lei de Stefan1. Lei do Desloca-
mento de Wien2. Distribuição Espectral de
Corpo Negro: Lei de Rayleigh3 (John Wil-
liam Strutt) (Inglaterra, 1842-1919) e James
Hopwood Jeans (Inglaterra, 1877-1946); Lei de
Planck4 (Alemanha, 1858-1947).

Lei de Stefan

Jožef Stefan descobriu, em 1879, uma relação
emṕırica para descrever a radiação emitida por
um corpo negro:

RT = σT 4 (1)

onde RT representa a potência irradiada por
unidade de área5, T a temperatura de irra-

1Jožef Stefan, Eslovenia, 1835 - 1893.
2Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien (Ale-

manha, 1864 - 1928) recebeu o Prêmio Nobel de
F́ısica em 1911 por seus estudos no campo da radiação
térmica.

3Lord Rayleigh descobriu, juntamente com William
Ramsay, o elemento ArgÔnio e recebeu por esta desco-
berta o Prêmio Nobel em F́ısica de 1904.

4Max Karl Ernst Ludwig Planck é conhecido como
o fundador da MecÂnica QuÂntica, Planck Recebeu o
Prêmio Nobel de F́ısica em 1918.

5Em f́ısica, o termo potência (P = dE/dt) define a
variação da energia por unidade de tempo. Neste sen-
tido, assim como a variação da posição de um corpo
com o tempo caracteriza sua rapidez no espaço-tempo,
RT caracteriza a variação da densidade superficial de

diação, e σ é uma constante (constante de Ste-
fan), sendo σ = 5, 6705× 10−8W/m2K4.

A relação (1), hoje conhecida como Lei de
Stefan-Boltzmann6, estabelece que a energia
total irradiada, por unidade de área superficial
e por unidade de tempo, por um corpo negro,
é diretamente proporcional à quarta potência
da sua temperatura termodinâmica T .

De acordo com esta lei, a potência por uni-
dade de área depende apenas de sua tempe-
ratura e independe, portanto, de sua com-
posição. Resultados experimentais demons-
tram que, da mesma forma que a potência total
irradiada por um corpo negro depende apenas
de sua temperatura, a distribuição espectral da
radiação RT (λ) (ou, de maneira equivalente,
RT (ν)) emitida por um corpo negro também
depende, apenas, de sua temperatura.

Usando a representação matemática equiva-
lente u(λ, T ) ≡ RT (λ), ou ainda na forma
u(λ), a figura (1) apresenta, em função de

energia irradiada no espaço de energia-tempo, ou seja
a “rapidez”com que energia por unidade de área é emi-
tida pelo corpo negro. Ao multiplicarmos por 2 a tem-
peratura do corpo, a energia irradiada por unidade de
tempo é multiplicada, devido a dependencia T 4, por 16.
Os corpos não-negros irradiam energia por unidade de
área com uma taxa menor do que um corpo negro. No
caso de um corpo não-negro, a lei de Stefan fica dada
por RT = ϵσT 4 onde o fator ϵ, chamado de emissivi-
dade, não depende da temperatura do corpo e obedece
de maneira geral a relação ϵ ≤ 1; o fator ϵ é igual a
1 para um corpo negro e menor do que 1 para outros
corpos.

6Ludwig Eduard Boltzmann (Austria, 1844 - 1906)
foi um f́ısico que se tornou conhecido por seus estudos
nos campos da mecânica estat́ıstica e da termodinâmica
estat́ıstica.
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2 César A. Zen Vasconcellos. Departamento de F́ısica (IF-UFRGS).

λ, para um dado valor de T , o comporta-
mento da função RT (λ) (ou equivalentemente
de u(λ, T )). É importante notar que a função
(1) é dada por7

RT =

∫ ∞

0
RT (λ)dλ =

∫ ∞

0
RT (ν)dν (2)

=

∫ ∞

0
u(λ, T )dλ =

∫ ∞

0
u(ν, T )dν,

e é conhecida também como radiância espec-
tral.

Figura 1: Espectro de radiação de corpo negro.

Lei do Deslocamento de Wien

O comportamento das curvas na figura (1) que
representa a distribuição espectral da radiação
de corpo negro mostra que o comprimento de
onda e a freqüência para o qual a intensidade
da radiação emitida tem valores máximos varia
inversamente com a temperatura, ou seja

λ
Rmax
T

∼ 1

T
=

c

ν
Rmax
T

, (3)

pois λν = c, de forma que λmaxνmax = c e
consequentemente o produto entre a freqüência
espectral, correspondente ao valor máximo de
RT (ν) e o correspondente comprimento de

7No estudo da radiação de corpo negro, a dis-
tribuição espectral caracteriza o comportamento da
função RT (λ), ou seja, caracteriza a potência emitida
por unidade de área na região de emissividade do corpo
negro correspondente ao comprimento de onda λ.

onda da radiação é igual à velocidade da luz,
c.

Por outro lado, os dados experimentais mos-
tram que o produto entre λmax e T obedece à
relação

λ
Rmax
T

T = CW , (4)

onde CW representa uma constante. Este re-
sultado é conhecido como lei do deslocamento
de Wien e foi obtida por Wilhem Jan Wien
em 1893. O valor experimental da constante
acima (chamada de constante de dispersão de
Wien) é CW = 2, 898× 10−3mK.

Uma conseqüência da lei de Wien é que,
quanto maior a temperatura de um corpo ne-
gro, menor é o comprimento de onda no qual
ele emite8.

Equação de Rayleigh-Jeans

Uma importante contribuição no estudo do es-
pectro de corpo negro foi dada por Rayleigh e
Jeans em 1905. Desejavam os autores deste
trabalho memorável, que resultou na lei de
Rayleigh e Jeans, determinar a função de dis-
tribuição espectral, R(λ), para um corpo ne-
gro. A determinação desta função envolve o
cálculo da densidade de energia das ondas ele-
tromagnéticas confinadas no interior de uma
cavidade.

Consideremos para tal uma cavidade esférica
com raio L, com uma pequena abertura para
o exterior. A probabilidade de que um raio
de luz penetre na cavidade e torne a sair sem
ser absorvido é pequena no caso em que as di-
mensões do orif́ıcio sejam expressivamente me-

8Por exemplo, a temperatura da fotosfera solar é
de 5780 oF e o pico de emissão se produz a 475nm.
Como 1Å = 10−10m, resulta que o máximo de emissão
ocorre à 4750Å. Como o espectro viśıvel se extende
desde aproximadamente 4000Å até aproximadamente
7400Å, este comprimento de onda está dentro do es-
pectro viśıvel e corresponde a um tom de verde. Entre-
tanto, devido a dispersão de Rayleigh da luz azul pela
atmosfera, o componente azul se separa distribuindo-se
pela abóbada celeste e o Sol aparece na cor amarela.
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nores do que as dimensões do corpo como um
todo. As paredes da cavidade, aquecidas, emi-
tem radiação eletromagnética na faixa térmica
das freqüências. Ondas eletromagnéticas em
uma cavidade deveriam satisfazer, segundo os
autores, a lei clássica de propagação do campo
eletromagnético E em três dimensões:

∂2E
∂x2

+
∂2E
∂y2

+
∂2E
∂z2

=
1

c2
∂2E
∂t2

. (5)

A solução desta equação deve dar amplitude
nula nas paredes da cavidade pois outro re-
sultado representaria dissipação de energia e
violação da condição de equiĺıbrio. Ou seja, a
solução desta equação corresponde a uma onda
estacionária:

E = E0sen(
nxπx

L
)sen(

nyπy

L
)

× sen(
nzπz

L
)sen(

2πct

λ
), (6)

onde nx, ny e nz representam números inteiros.
Substituição desta solução na equação anterior

Figura 2: Grid de soluções.
Créditos: http://electrons.wikidot.com/term-papers

fornece(
nxπ

L

)2

+

(
nyπ

L

)2

+

(
nzπ

L

)2

=

(
2π

λ

)2

(7)

equação esta que pode ser sintetizada na forma

n2
x + n2

y + n2
z =

4L2

λ2
. (8)

É importante notar que, embora as grande-
zas nx, ny e nz representem individualmente

números inteiros, a combinação destas grande-
zas na forma expressa pela equação acima não
corresponde a um número inteiro.

Quantos modos de oscilação estacionários,
que satisfazem a condição (8), podem existir
na cavidade? Esta pergunta é equivalente a
realizar as perguntas: a) quantas ondas esta-
cionárias distintas cabem no interior da cavi-
dade de corpo negro? Ou então: b) quantas
são as combinações posśıveis dos distintos va-
lores das grandezas nx, ny e nz? Ou ainda:
c) quantas soluções da equação (6) existem no
interior da cavidade?

A resposta a esta indagação é equivalente
à contagem de todas as combinações dos
números inteiros nx, ny e nz que satisfazem
a equação (8). Para determinar a quantidade
de soluções posśıveis, Rayleigh e Jeans conce-
beram um espaço tridimensional com eixos or-
togonais 1, 2 e 3 e trataram o número de com-
binações posśıveis das grandezas nx, ny e nz, de
uma forma aproximada, como sendo o volume
de um grid tridimensional constrúıdo usando
os distintos valores posśıveis destas grandezas.
Usando então a expressão matemática para o
volume V de uma esfera de raio R

V =
4π

3
R3, (9)

e definindo o raio da esfera, n, correspondente
ao volume de soluções no espaço subtendido
pelos eixos 1, 2 e 3 na forma n2 = n2

x+n2
y+n2

z

Rayleigh e Jeans obtiveram então o volume de
soluções:

Vn =
4π

3
n3 =

4π

3

(
n2
x + n2

y + n2
z

)3/2
. (10)

Esta expressão apresenta dois problemas. O
primeiro diz respeito ao fato da utilização
de uma esfera como protótipo volumétrico do
espaço de soluções correspondentes ao grid
subtendido pelos eixos 1, 2 e 3: enquanto
as soluções da equação de onda correspondem
apenas a valores positivos das grandezas nx, ny
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e nz, o módulo considerado pelos autores con-
templa também valores negativos destas gran-
dezas. E como a esfera de valores destas gran-
dezas contém 8 quadrantes, 7 destes quadran-
tes não são fisicamente aceitáveis. Por esta
razão, o resultado obtido na expressão (10)
deve ser dividido pelo número 8. O segundo
problema diz respeito ao fato de que as on-
das eletromagnéticas confinadas na cavidade
podem ser polarizadas em duas direções orto-
gonais. Portanto o resultado acima deve ser
multiplicado por 2. Após estas correções, o re-
sultado acima pode ser reescrito na forma

Vn =
2

8
× 4π

3
n3 =

π

3

(
n2
x + n2

y + n2
z

)3/2
→ N ,

(11)
e pode ser tomado como uma medida do
número de modos das soluções das ondas ele-
tromagnéticas estacionárias confinadas no inte-
rior da cavidade, N . Na realidade esta quan-
tidade, como citamos anteriormente, é uma
aproximação, mas seu grau de validade é ex-
pressivo, ainda mais quando consideramos uma
cavidade cujas dimensões são muito maiores do
que o comprimento das ondas eletromagnéticas
correspondentes.

Combinando esta equação com a expressão
(8) obtemos então para o número de modos:

N =
π

3

(
n2
x + n2

y + n2
z

)3/2
=

π

3

(
4L2

λ2

)3/2

(12)
ou ainda

N =

(
8πL3

3λ3

)
(13)

Quantos modos por unidade de compri-
mento de onda existem? Após determinar-
mos o número absoluto de ondas estacionárias
(soluções) contidas na cavidade, considera-
mos a seguir o número de ondas estacionárias
(soluções) por unidade de comprimento de
onda. Esta grandeza pode ser obtida por meio

da expressão

dN
dλ

=
d

dλ

[
8πL3

3λ3

]
= −

[
8πL3

λ4

]
. (14)

O sinal negativo nesta expressão indica que o
número de modos decresce com o crescimento
do comprimento de onda.

O passo seguinte é a obtenção do número de
modos por unidade de volume por unidade de
comprimento de onda Mλ

Mλ = | 1
L3

dN
dλ

| = 8π

λ4
. (15)

Note-se que o resultado obtido independe do
volume da cavidade, dependendo porém so-
mente do comprimento de onda da radiação.

A pergunta seguinte realizada por Rayleigh e
Jeans foi: qual a quantidade de energia contida
na cavidade? Para responder esta pergunta foi
utilizado o Prinćıpio da Equipartição da Ener-
gia9 onde cada onda estacionária tem energia
igual a kBT . Portanto, N ondas tem energia
total

E = NkBT (16)

e densidade de energia

DT =
E

L3
= |NkBT

L3
| (17)

a quantidade de energia na cavidade por uni-
dade de volume e por unidade de comprimento

9O Teorema ou Prinćıpio da Equipartição da Ener-
gia estabelece que cada modo de oscilação, em equiĺıbrio
no interior da cavidade, tem energia média kBT/2, onde
kB é a constante de Boltzmann; como são conside-
rados dois modos de oscilação por onda estacionária,
cada uma delas tem energia média kBT . Este resul-
tado pode ser obtido por meio do cálculo da energia
média utilizando-se a fórmula de distribuição clássica
de Boltzmann que é adequada para a descrição de

variáveis cont́ınuas Ē =

∫∞

0
EPB(E)dE∫∞

0
PB(E)dE

= kBT, onde

PB(E) = e−E/kBT . Portanto Rayleigh e Jeans consi-
deraram que todas as ondas da cavidade tem a mesma
energia térmica.



F́ısica do Século XXA. Lista 3: Lei de Planck. 5

de onda é dada por

d

dλ
DT =

1

L3

dE

dλ
=

kBT

L3
|dN
dλ

| = 8πkBT

λ4
,

(18)
que pode ser escrita na forma

DT =

∫
dDT =

∫
dDT (λ)dλ =

∫
8πkBT

λ4
dλ,

(19)
onde DT (λ) é dado pelo produto entre o
número de modos por unidade de volume por
unidade de comprimento de onda, Mλ, e a e-
nergia média das ondas eletromagnéticas, kBT ,

DT (λ) = ĒMλ =
8πkBT

λ4
, (20)

Esta é a famosa lei de Rayleigh-Jeans. Tendo
em vista que Mλ também pode ser escrito na
forma

Mλ =
8π

λ4
=

8πν2

c3
(21)

a lei Rayleigh-Jeans pode também ser escrita
como

DT (ν) = kBT
8πν2

c3
. (22)

Este resultado leva à catástrofe dos ultravio-
letas pois para λ → 0, uma vez que λν = c,
então ν → ∞ e obtemos, neste caso, da ex-
pressão (22),DT (ν) → ∞. Este resultado,
como afirmamos anteriormente, não é fisica-
mente plauśıvel.

A Lei de Planck

Em 1901, Planck enunciou uma lei que supera-
va as limitações da lei de Rayleigh-Jeans. Ele
percebeu que a lei clássica da radiação de corpo
negro dava resultados satisfatórios para baixas
freqüências (longos comprimentos de onda) e
que para ajustar os dados experimentais da
função distribuição de densidade de energia de
um corpo negro, a energia média das ondas
estacionárias, ao invés de ser uma constante,
kBT , como determina a teoria clássica, deveria

depender do comprimento de onda ou, equi-
valentemente, da freqüência. E, ao invés de
supor que esta energia era descrita por uma
variável cont́ınua10, ele supôs um conceito de
dif́ıcil aceitação à época, que a energia destas
ondas era descrita por uma variável discreta,
ou seja, uma variável que poderia assumir os
valores:

En = 0, hν, 2hν, 3hν, ..., nhν, (23)

onde En representa a energia de cada onda e
n é um número inteiro, introduzindo assim a
constante h, hoje conhecida como constante
de Planck. E para calcular a energia média
das ondas estacionárias na cavidade, Planck
reescreveu a função de distribuição clássica
de Boltzmann11 (ver expressão (9)), adequada
para a descrição de variáveis cont́ınuas, na
forma (distribuição de Planck)

P (En) = exp−En/kBT = exp−nhν/kBT (24)

de modo que a energia média das ondas esta-

Figura 3: Distribuição Estat́ıstica de Planck.
Distribuição Estat́ıstica de Planck.
Créditos: http://astro1.panet.utoledo.edu/

cionárias é dada agora pela expressão

Ē =

∑∞
n=0EnP (En)∑∞
n=0 P (En)

. (25)

10O espectro de radiação de corpo negro é cont́ınuo.
Por isto os f́ısicos à época não podiam conceber que
as energias das ondas eletromagnéticas confinadas na
cavidade não fossem também descritas por variáveis
cont́ınuas.

11Também conhecida como lei de distribuição es-
tat́ıstica de Maxwell-Boltzmann.



6 César A. Zen Vasconcellos. Departamento de F́ısica (IF-UFRGS).

Esta suposição implica em que os modos mais
altos de freqüência seriam menos populados de
modo a evitar a catástrofe dos ultravioletas
da Lei de Rayleigh-Jeans. A soma acima tem
como resultado

Ē =
hν

exphν/kBT −1
=

hc/λ

exphc/kBTλ−1
(26)

ou seja, a energia média depende agora da
freqüência de oscilação.

A fórmula de Planck é obtida por meio da
combinação das expressões (21), (22) e (26),
substituindo-se portanto na expressão abaixo

DT (λ) = ĒMλ =
8πĒ

λ4
=

8πν2Ē

c3
, (27)

a energia média clássica kBT por

Ē =
hν

exphν/kBT −1
=

hc/λ

exphc/kBTλ−1

obtendo-se então

DT (ν) =
8πhν3/c3

exphν/kBT −1
, (28)

e

DT (λ) =
8πhc

λ5

1

exphc/kBTλ−1
. (29)

Esta é a Lei de Planck, que reproduz fielmente
os resultados experimentais correspondentes à
distribuição espectral da densidade de energia
de um corpo negro.

Problemas

1. Se supusermos que as superf́ıcies estela-
res se comportam como um corpo ne-
gro, podemos obter uma boa estimativa
de suas temperaturas medindo-se λmax.
Para o sol, λ

Rmax
T

= 5100Å, enquanto que

para a estrela do norte (estrela polar),
λ

Rmax
T

= 3500Å. a) Determine, usando

a Lei de Wien, as temperaturas das su-
perf́ıcies destas estrelas. b) Usando a

lei de Stefan-Boltzmann e as temperatu-
ras obtidas no caso anterior, determine a
potência irradiada por 1cm2 da superf́ıcie
estelar. Soluções: a) T

Sol
= 5700oK,

TEN = 8300oK; b) R
T,Sol

= 6000W/cm2,
RT,EN = 27000W/cm2.

2. Suponha dois pequenos corpos opacos se-
parados por uma grande distância, susten-
tados por fios em um grande recipiente,
onde se faz vácuo, e cujas paredes são opa-
cas e mantidas a temperatura constante.
Neste caso, os corpos e as paredes podem
trocar energia através de radiação. Seja e
a taxa de emissão e a a taxa de absorção
de energia. Mostre que, no equiĺıbrio:
e1/a1 = e2/a2 = 1.

3. A lei clássica de equipartição de ener-
gia preve que cada onda estacionária em
uma cavidade tem energia média dada por
E = kBT . Usando a lei de distribuição de
Boltzmann, P (E) = exp−E/kBT , mostre
que a energia média é

Ē =

∫∞
0 EP (E)dE∫∞
0 P (E)dE

= kBT

.

4. Deduzir a Lei de Planck. De acordo
com a Lei de Planck, qual é a energia
média de um oscilador cuja freqüência
é kBT/h? Constante de Planck: h =
6, 626 × 10−34 J.s = 4, 136 × 10−15 eV.s.
Solução: 0, 582kBT . Use a Lei de Planck
para mostrar que a densidade total de
energia de um corpo negro é proporcio-
nal a T 4 como afirma a lei de Stefan-
Boltzmann.

5. O máximo da densidade espectral DT (λ)
corresponde a uma temperatura estelar de
3000oK. Se a potência irradiada pela es-
trela é 100 vezes maior que a potência ir-
radiada pelo Sol, qual é o tamanho da es-
trela? Solução: 37, 4R⊙.


