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I ntroducéao

As medidas espectrais recentes realizadas por O. Lummer e E. Pringsheim [1]
e aquelas, ainda mais notaveis, de H. Rubens e F. Kurlbaum [2], confirmam ambas
um resultado estabel ecido anteriormente por H. Beckmann [3]. Elas mostram que alel
da distribuicéo de energia no espectro normal, inicialmente estabelecida por W. Wien
a partir de consideracfes de cinética molecular - e deduzida, em seguida, por mim
mesmo, a partir da teoria daradiagdo eletromagnética - , ndo tem validade universal.

Em cada um desses casos, a teoria necessita de uma corregdo. Tentarei, no que
se segue, fazer isto, baseando-me na teoria da radiacdo eletromagnética que eu mesmo
desenvolvi. Serd necessario indicar, entdo, na sequiéncia de raciocinios que conduzem
a lei da distribuicdo de energia de Wien, o argumento a ser modificado; este
argumento devera ser entéo abandonado e substituido de forma apropriada.

Mostrei, em minha Ultima exposi¢do sobre 0 assunto [4], que as bases fisicas
da teoria da radiacdo eletromagnética, e inclusive a hipétese da “radiacdo natural”
[radiac8o do corpo negro, N.T.], resistem as criticas mais severas. Como, de acordo
com meu conhecimento, os calculos ndo apresentam erros, fica estabelecido que a lei
da distribuicdo de energia do espectro normal se torna inteiramente determinada
guando se pode calcular a entropia S de um ressonador radiante, oscilando de maneira
monocromatica, em funcdo de sua energia de oscilagdo U. Obtém-se, entdo, a partir da
relacdo dS/dU = 1/6, a dependéncia da energia U em funcdo da temperatura 6. Como,
por outro lado, uma relagdo simples [5] liga a energia U e a densidade de radiacéo a
freqiiéncia de oscilagcdo correspondente, ocorre 0 mesmo com a dependéncia da

densidade de radiacdo em funcdo da temperatura. A distribuicdo de energia normal €,



entdo, aguela para a qua as diferentes densidades de radiacdo, correspondendo as
diferentes freqliéncias de oscilacdo, possuem a mesma temperatura.

Assim todo o problema se resume a encontrar S em fungédo de U, e 0 essencia
da andlise que se segue € consagrado a solugcdo dessa questdo. Em meu primeiro
estudo desse assunto, tinha, sem outra justificativa, colocado S como sendo, por
definicdo, uma funcdo simples de U, e havia me contentado, em seguida, em provar
gque esta forma da entropia satisfazia todas as exigéncias impostas pela
termodinamica. Pensava ent8o que ela era a Unica expressao possivel, e, portanto, que
alel de Wien, que se seguia diretamente dela, possuia necessariamente uma validade
universal.

Um exame ulterior mais aprofundado [6] mostrou-me gue devia haver outras
expressoes satisfazendo as exigéncias, e que uma condi¢éo suplementar € necessaria
para se calcular S sem ambiguidade. Acreditava ter encontrado esta condicéo
afirmando - o que, a época, me parecia plausivel e evidente - a escolha seguinte: na
presenca de perturbacfes irreversiveis, pequenas e constantes, um sistema composto
de N ressonadores idénticos, colocados em um mesmo campo estacionario de
radiac8o, e encontrando-se nas vizinhagas do equilibrio térmico, vera aumentar sua
entropia total Sy = NS em func&o apenas de sua energia total Uy = NU e de suas
variagdes, sem que intervenha ai a energia U dos ressonadores individuais. Esta
afirmacdo conduz necessariamente a lei de distribuicdo de energia de Wien. Mas,
como essa ndo € verificada experimentalmente, somos levados a concluir que este
principio ndo pode ser correto em suainteireza, e que ateoria deve ser modificada[7].

Deve-se, portanto, introduzir uma outra condi¢do para permitir o calculo de S
e, para isso, deve-se analisar mais profundamente o significado do conceito de
entropia. Uma indicagdo sobre o caminho a seguir nos é fornecida ao se examinar a
insustentabilidade das suposicdes anteriores. No que vem a seguir, exploramos uma
via que conduz a uma expressao simples para a entropia e conseguentemente a uma
nova formula para a radiagéo, que parece ndo estar em contradicdo com varios dos

resultados experimentais hoje observados.

|. Célculo da entropia de um ressonador em funcéo da energia



1. A entropia depende da desordem, e esta desordem, de acordo com a teoria da
radiaco eletromagnética para oscilagbes monocromaticas de um ressonador, quando
ele se encontra em um campo de radiacdo permanentemente estacionario, depende das
irregularidades pelas quais ele varia constantemente em amplitude e fase - desde que
consideremos intervalos de tempo grandes em relacdo a duracdo de uma oscilagéo,
mas pequenos em relacdo a duracdo de uma medida. Se amplitude e fase fossem
ambas absolutamente constantes, as oscilagbes se tornariam perfeitamente
homogéneas, a entropia ndo poderia existir e a energia de oscilacdo deveria poder se
transformar livre e completamente em trabal ho.

A energia constante U de um ressonador individual oscilando de maneira
estaciondria deve ser considerada como um valor médio no tempo ou, 0 que que da no
mesmo, como o valor médio das energias de um grande nimero N de osciladores
idénticos, dentro do mesmo campo estacionario de radiacdo, suficientemente af astados
uns dos outros para ndo se influenciarem mutuamente. E nesse sentido que nos
referiremos a energiamédia U de um Unico ressonador.

Entdo, a energiatotal

Un=NU D

de um tal sistema, formado por N ressonadores, corresponde uma certa entropia total

Sy=NS ()

do mesmo sistema, em que S representa a entropia média de um ressonador particular.
Esta entropia Sy depende da desordem com a qual a energia total Uy se reparte entre

os diferentes ressonadores individuais.
2. Consideremos agora que a entropia Sy do sistema €, a menos de uma constante
aditiva arbitraria, proporcional ao logaritmo da probabilidade W, sendo que os N

ressonadores tém todos em conjunto a energia total Uy

Sy = k(logW) + const. 3



No fundo, esta relagdo se torna, me parece, uma defini¢éo da probabilidade W,
porque, nas hipdteses sobre as quais se baseia a teoria da radiacdo eletromagnética,
nenhuma indicac&o nos permite dar a esta probabilidade um sentido ou outro. Convém
utilizar esta definicdo por sua ssimplicidade, e também pela sua conexdo intima com

um teorema da teoria cinética dos gases [ 8].

3. Importa agora encontrar a probabilidade W, de modo que os N ressonadores
possuam em conjunto a energia total Uy. Para isto serd necessario que Uy ndo sga
uma quantidade continua, infinitamente divisivel, mas antes uma grandeza discreta,
composta de um numero inteiro de partes finitas iguais. Denominemos € tal parte

elementar de energia; teremos, portanto:

Un = Pe (4)

onde P representa um ndmero inteiro, em gera grande. Deixaremos, no momento,
indeterminado o valor dee.

E evidente que agora a distribuicdo dos P elementos de energia entre os N
ressonadores sO pode ocorrer segundo um numero finito e determinado de maneiras.
Chamaremos cada uma destas reparticoes de um “complexo” [complexion], segundo o
termo utilizado por Boltzmann para uma nogdo semelhante. Se designarmos os
ressonadores pelos nimeros 1, 2, 3, ..., N, se 0s escrevermos uns em seguida aos
outros, e se, debaixo de cada ressonador, colocarmos 0 nimero de elementos de
energia que lhes sdo atribuidos quando de uma reparticdo arbitréria, obtemos para

cada complexo um padr&o da seguinte forma:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 38 11 0 9 2 20 4 4 5

Fizemos a suposicéo aqui de que N = 10, P = 100. O nimero R de todos os
complexos possivels é visivelmente igual ao nimero de todos os arranjos possiveis de
nimeros que se pode obter para a linha inferior, quando N e P forem fixos. Para
Sermos precisos, notemos que dois complexos devem ser considerados como distintos

Se apresentarem 0s mesmos himeros, mas dispostos em ordem diferente.



A andlise combinatéria nos diz que o nimero de complexos possives €

R=[N(N+1)(N+2).. (N +P-1)/1.23..P] = [(N + P- )!/(N - 1)!P!]

De acordo com aférmula de Stirling temos, em primeira aproximagao:

NI = NN,

e, consequentemente, dentro dessa aproximagao:

R=[(N+P)N " NVP.

4. A hipétese sobre a qual queremos basear os célculos a seguir pode ser assim
enunciada: a probabilidade W para que os ressonadores possuam em conjunto a
energia de oscilagdo Uy deve ser proporcional ao nimero R de todos os complexos
possivels formados pela reparticéo da energia Uy entre os N ressonadores. Em outros
termos, um complexo qualquer é tdo provavel quanto qualquer outro. Se essa hipétese
€ verdadeiramente realizada na natureza, em Ultima analise sO a experiéncia pode
decidir. Se, defato, a experiéncia decidir a seu favor, a validade desta hipétese devera
conduzir a novas conclusdes no dominio especifico das oscilagdes dos ressonadores,
notadamente sobre o caracter “indiferenciado das células do espago de fases de
grandeza inicialmente comparaveis’ que aparece aqui, para retomar os termos de J. v.
Kries [9]. Prosseguir, contudo, dentro desta via de reflex&o, parece prematuro no
estado atual da quest&o.

5. De acordo com a hipotese introduzida em conexdo com a equacao (3), aentropiado

sistema de ressonadores sob consideragdo, depois da determinagdo adequada da

constante aditiva, &

Sv=klogR 5)
=k{(N +P)log (N + P) - NlogN - PlogP}

e, considerando (4) e (1):



Sy = KN{(1 + U/¢e)log(1 + Ule) - (U/e)log(U/e)} .

Entdo, de acordo com a equacdo (2) a entropia S de um ressonador como

funcdo da sua energia U seré dada por:

S=k{(1+ U/e)log(1 + Ule) - (U/e)log(Ule)} . (6)

Il. Introducéo da lel de deslocamento de Wien

6. Em seguida ao teorema de Kirchoff da proporcionalidade do poder emissivo e
absortivo, a chamada lei do deslocamento, descoberta e batizada por W. Wien, que
inclui como um caso especial alel de Stefan-Boltzmann da dependéncia da radiacéo
total com a temperatura, fornece a contribuicdo mais valiosa aos fundamentos
firmemente estabelecidos da teoria da radiacdo térmica. Na forma dada por M.

Thiesen [10], ela é assim expressa:

E.d\ = 8°p(A6).dA

onde A € o comprimento de onda, E.d\ representa a densidade volumétrica da
radiacéo do “corpo negro” [11] dentro da regido espectral A e A + dA, O representa a

temperatura, e P(x) € uma certafuncéo do argumento x apenas.

7. Desgjamos agora examinar 0 que a lei de deslocamento de Wien afirma sobre a
dependéncia da entropia S de nosso ressonador em relacdo a sua energia U e seu
periodo caracteristico, particularmente no caso geral em que o ressonador estegja
situado em um meio diatérmico arbitrario. Com este objetivo, generalizamos em
seguida a forma da lei de Thiesen para a radiacdo em um meio diatérmico arbitrario
com a velocidade da luz c. Desde que n&o temos que considerar a radiacdo toal, mas
somente a radiacdo monocromatica, sera necessario introduzir a freqiénciav, em vez

do comprimento de onda A, para comparar diferentes meios diatérmicos.



Vamos designar, entdo, por udv a densidade volumétrica de energia da
radiacéo correspondente as frequéncias v, v + dv : udv substitue EdA, c/v substitue A

e cdv/v? substitue dA. Chegamos entéo a

u = 8°(cvV?)P(coIv).

Ora, a lei bem conhecida de Kirchoff-Clausius nos diz que a energia emitida
por unidade de tempo por uma superficie negra em um meio diatérmico €, para uma
temperatura 6 e um nimero de ondas v dado, inversamente proporcional ao quadrado
¢? da velocidade de propagacdo da luz. A densidade espacial de energia é portanto

inversamente proporcional ac® e obtemos:

u = (8°V3C).f(BIv),

em gue as constantes da funcggo f s&oindependentes de c.
Em lugar disso, podemos escrever, se f sempre designar, no que se segue, uma

nova funcdo de um s6 argumento:

u= (vcd).f(em). (7)

na qual reencontramos o resultado bem conhecido que a energia radiante u\*, contida
em um cubo de um comprimento de ondas a uma dada temperatura e frequéncia, é a

mesma para todos os meios diatérmicos.

8. Para passar agora da densidade espacia de radiagdo u para a energia U de um
ressonador estacionario sincrono com o campo de radiacdes onde se encontra, com 0
nimero de onda v, utilizaremos a férmula (34) de minha exposi¢cdo [12] sobre os

processos radiantes irreversivels.

0 =v2U/c?
(O é aintensidade de uma radiagdo monocromética, polarizada linearmente); o que,

junto com a equacdo bem conhecida:



u=8mnt/c

daareacéo:

u = 8m U/, (8)

Dai ede (7), resulta:

U=vf(e/v),

em gue ¢ ndo aparece mais explicitamente. Em lugar disto podemos escrever tambéem:

0 = vf(UN).

9. Vamos introduzir finalmente a entropia S do ressonador, colocando:

1/8 = dS/dU. (9)

Resulta que:

dS/dU = (1v) f(UNV)

e integrando:

S=f(UN), (10)

ou sgja, a entropia de um ressonador oscilando em um meio diatérmico depende

apenas da variavel U/v, e ndo contém nada além do gque constantes universais. Essa €,

ameu conhecimento, aformamais simples dalei do deslocamento de Wien.



10. Se aplicamos a lei do deslocamento de Wien, sob a Ultima forma, a expressdo (6)
da entropia S, nos damos conta que 0 elemento de energia € deve ser proporciona ao
nimero de oscilagBes v, e que portanto:

e=hv
Assim:

S=k{ (L + U/hv)log(1 + U/hv) - (U/hv)log(U/ hv)}

em que h e k sGo constantes universais.
Substituindo em (9), obtém-se:

(1/6) = (k/hv)log(L + hv/U),

U = (hv)/(e™*® - 1) (11)

e, apartir de (8), obtemos alei de distribuicdo de energia procurada:

u = [8rhv3/ci][1/(e™C - 1)] (12)

Ou ainda, se substituimos o nimero de ondas v pelo comprimento de onda A e, com a

gjuda darelacéo indicada no item 7, temos:

E = [8reh/A%][1/(e"™ - 1)].
Quanto as expressdes para a intensidade e para a entropia de uma radiacéo se
propagando em um meio diatérmico, e a lei do aumento da entropia total, em

processos de radiagdo ndo estacionarios, eu os desenvolverel em outro artigo.

[11. Valores numéricos



11. Os valores das duas constantes naturais h e k podem ser determinados de maneira
bastante precisa com a ajuda das medidas disponiveis. F. Kurlbaum [13] encontrou
que, se designamos S como  a energia tota radiada no ar por 1 cm? de um corpo

negro, levado a uma temperatura de t graus centigrados, durante um segundo:
S100 - So = 0,0731 Watt/cm? = 7,31. 10° erg/cm?s.

Dai se obtém a densidade espacial da energia total da radiacdo no ar a temperatura

absoluta 1:
[4x 7,31.10°/3 x 10 x (373" - 273%] = 7,061.10*° erg/cm>grau®.

Por outro lado, segundo (12), a densidade espacial da energia total radiada é,
parad = 1:

u= f,° udv = (8rhvc® [;° viav/[e" - 1)
- (8TIh/c3) [V [e-hv/k + @2k | g3k Jav
e, por integragdes sucessivas:
u = (8rh/c®)B(kh)*(1 + /2% + 13* + 1/4* + ..)
= (48nk*/c*h*)1,0823.
Se colocarmos isto igual a7,061.10™, obtemos, com ¢ = 3.10™:

k*h* = 1,1682.10". (14)

12. O. Lummer e E. Pringsheim [14] determinaram que o produto A8, em que Ay, €0
comprimento de onda do maximo da distribuicdo em E. no ar e atemperatura 6, vale

2940 p.grau. Ou ainda, em unidades absol utas:

AmB = 0,294 cm.grau.



Por outro lado, de (13), quando iguala-se a zero a derivada de E em relacéo a A, em

queA =An, tem-se

(1 - ch/SkAm8). exp{ ch/kAmB) = 1

e esta equacao transcendente fornece:

AmB = ch/4,9651.k.

Segue-se que:

h/k = (4,9651.0,294)/3.10™° = 4,866.10*.

Dai e de (14) encontram-se os val ores das constantes naturais:

h=6,55.10%" erg.s,

k = 1,346.10™"° erg/grau.

Estes séo 0s mesmos valores indicados em minha comunicacdo anterior.
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